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Długi

Przedmiotem rozważań jest dług (kredyt, pożyczka), który powstał
w momencie 0 w efekcie przekazania przez inwestora (wierzyciela) kapitału
o wartości P0 innemu podmiotowi (dłużnikowi), który spłaca ten dług
n ratami o wartości Rj w równo oddalonych momentach czasu
j = 1, 2, . . . , n.
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Różnica pomiędzy kredytem a pożyczką

Kredyt i pożyczka bywają traktowane jako synonimy, ale w sensie
prawno-ekonomicznym bardzo się różnią.
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Formy spłaty długu:

jednorazowa,

w ratach,

w sposób ciągły.
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Formy spłaty długu:

jednorazowa,

w ratach,

w sposób ciągły.

Każda umowa kredytowa powinna określać wysokość kredytu, formę
spłaty, terminy spłat, wysokość stopy procentowej i okres kapitalizacji,
formę i wysokość spłacanych odsetek (ewentualnie także marży i prowizji).
Spłatę długu nazywa się też amortyzacją bądź umorzeniem długu.
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Spłatę długu nazywa się też amortyzacją bądź umorzeniem długu.

Zakładamy, że raty płacone są w równych odstępach czasu zwanych
okresami spłat. Raty mogą być spłacane na początku lub końcu okresu
spłat (spłaty z góry lub z dołu). Spłatę z góry można oczywiście traktować
jako spłatę z dołu długu pomniejszonego o pierwszą ratę. Zatem wystarczy
się ograniczyć do spłat z dołu.
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Przy rozliczeniach związanych z długiem należy uwzględnić trzy okresy:
stopy procentowej, kapitalizacji i spłat. Jeżeli wszystkie te okresy są równe,
to spłaty nazywamy zgodnymi; jeżeli nie, to spłaty są niezgodne.

spłatę kapitału (umorzenie długu)

zapłatę procentu (spłatę odsetek) z uwzględnieniem marży banku
i = ib + im

zapłatę prowizji (wynagrodzenie za usługi i czynności finansowe)
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Plany spłaty długu (kredytu, pożyczki)

Oznaczenia:

P0 - kwota zaciągniętego kredytu;

Rj - rata kredytu płatna w momencie j (wartość j-tej raty spłaty długu);

Pj - kwota kredytu pozostająca do spłaty w j-tym okresie (bieżąca
wartość długu – wartość długu zaktualizowana na datę (moment)
spłaty j-tej raty łącznej Rj);

Ij - część odsetkowa raty Rj (odsetki spłacone w j-tej racie łącznej Rj);

Uj - część kapitałowa raty Rj (część kapitału spłacona w j-tej racie
łącznej Rj);

Gj - część prowizji spłacona w j-tej racie łącznej Rj .

Rj = Uj + Ij + Gj dla j = 1, 2, . . . , n.

Plan spłaty długu sprowadza się do określenia postaci ciągów
Rj , Uj , Ij , Gj oraz Pj .
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ZAŁOŻENIA:
1 w dowolnym momencie czasu bieżąca wartość długu jest równa

różnicy między początkową wartością długu zaktualizowaną na ten
moment według zasady procentu złożonego a ciągiem wartości
spłaconych rat zaktualizowanych również na ten sam moment według
zasady procentu złożonego;

2 raty obejmują zwrot pożyczonego kapitału wraz z naliczonymi
odsetkami, natomiast nie obejmują innych kosztów (prowizja, opłaty
manipulacyjne, ubezpieczenie, itp.);

3 kapitalizacja zgodna z dołu.
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Zasada równoważności długu i rat

dług o wartości P0 w momencie 0 jest równy ciągowi rat o wartości
Rj płatnych w momentach j = 1, 2, . . . , n, jeżeli kapitały wzajemnie
sobie przekazane przez wierzyciela i dłużnika są równoważne.

należy przyrównać do siebie wartość długu zaktualizowaną na dowolny
moment z łączną wartością rat zaktualizowanych na ten moment

Wartość długu i rat zaktualizowana na moment 0:

P0 =
n∑

j=1

Rj · (1 + i)−j (1)

Wartość długu i rat zaktualizowana na moment n:

P0(1 + i)n =
n∑

j=1

Rj · (1 + i)n−j (2)
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Rozkład rat

rozkład rat Rj pozwala wyodrębnić część odsetkową i część
kapitałową, które wyrażają kwoty, jakie w danej racie odpowiadają
spłacie zobowiązań odsetkowych i kapitałowych;

rozkład rat daje możliwość prześledzenia, jak kolejne raty sukcesywnie
umarzają bieżące odsetki i dług kapitałowy. Do opisu tego procesu
stosuje się tabelę zwaną schematem spłaty długu.
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Tabela: Plan spłaty długu

numer
okresu

wartość bieżąca
długu

rata
spłaty

odsetki kapitał

j Pj−1 = Pj−2 − Uj−1 Rj Ij = iPj−1 Uj = Rj − Ij

1 P0 R1 iP0 R1 − iP0

2 P1 = P0 − U1 R2 iP1 R2 − iP1
...

...

j Pj−1 = Pj−2 − Uj−1 Rj iPj−1 Rj − Ij
...

...

n Pn−1 = Pn−2 − Un−1 Rn iPn−1 Rn − iPn−1

n + 1 Pn = Pn−1 − Un = 0
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ZADANIE 1

Dług o wartości 50 tys. zł spłacany jest w sześciu kwartalnych ratach.
Kwartalna stopa procentowa wynosi i = 15%. Kapitalizacja odsetek
następuje co kwartał. Na podstawie planu spłaty długu określimy ostatnią
szóstą ratę, jeżeli pięć pierwszych rat miało wartość: R1=20 tys. zł; R2=1
tys. zł; R3=10 tys. zł; R4=0,5 tys. zł; R5=15 tys. zł. (sporządzić plan
spłaty długu).
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Jeżeli w schemacie spłaty długu zadana jest wysokość n − 1 rat, to
wysokość brakującej raty może być wyznaczona z warunku bilansującego
Pn = 0, czyli

P0(1 + i)n −
(
R1(1 + i)n−1 + R2(1 + i)n−2 + . . .+ Rn−1(1 + i) + Rn

)
= 0,
(3)

skąd otrzymujemy

Rj = (1 + i)j−n
(
P0(1 + i)n − R1(1 + i)n−1 − . . .− Rj−1(1 + i)n−(j−1)

− Rj+1(1 + i)n−(j+1) − . . .− Rn
)
dla j = 1, 2, . . . , n. (4)
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Kredyty z ratą annuitetową

Kredyty z ratą annuitetową (ratą stałą) są standardowo stosowane przy
udzielaniu bankowych kredytów i pożyczek, z uwagi na wygodną spłatę

Zakładamy, że dług P0 ma być spłacony w n ratach o równych
wysokościach R, tzn. R1 = R2 = . . . = Rn = R, oraz że mamy do
czynienia z sytuacją spłat zgodnych, tzn. okresy stopy procentowej,
kapitalizacji i spłat są równe.

Wysokość raty R wyznaczymy z warunku bilansowego (3) czyli

P0(1 + i)n −
(
R(1 + i)n−1 + R(1 + i)n−2 + . . .+ R(1 + i) + R

)
= P0(1 + i)n − R

(1 + i)n − 1
i

= P0(1 + i)n − Rsn̄|i

Zatem

R =
P0(1 + i)n · i
(1 + i)n − 1

=
P0 · i

1− (1 + i)−n
=

P0
an̄|i

(5)
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Za pomocą wzorów z tabeli spłaty długów otrzymujemy pozostałe
elementy planu spłaty w zależności od zaciągniętego długu P0:

dług bieżący Pj = P0
(1 + i)n − (1 + i)j

(1 + i)n − 1
(6)

odsetki Ij = P0i
(1 + i)n − (1 + i)j−1

(1 + i)n − 1
(7)

rata kapitałowa Uj = P0
(1 + i)j − (1 + i)j−1

(1 + i)n − 1
(8)

suma odsetek I = P0
(
n(1 + i)n i

(1+i)n−1 − 1
)

(9)
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suma odsetek I = P0
(
n(1 + i)n i

(1+i)n−1 − 1
)

(9)
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Powyższe wzory w zależności od długu P0 i stałej raty R przyjmują postać:

dług bieżący Pj = P0(1 + i)j − Rsj̄ |i (10)

odsetki Ij = R − P0
(1+i)j−1

sn̄|i
(11)

rata kapitałowa Uj = (R − P0i)(1 + i)j−1 (12)

suma odsetek I = P0 − n
1+i (R − P0i) (13)
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W przypadku raty annuitetowej ciąg rat kapitałowych Uj jest ciągiem
geometrycznym o ilorazie (1 + i) oraz pierwszym wyrazie U1 = R − P0i ,
tzn. w każdej następnej racie dłużnik zwraca wierzycielowi kapitał 1 + i
razy większy niż w racie poprzedniej.
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Raty o równych wysokościach - spłaty niezgodne. Równe
okresy spłat i kapitalizacji

Ten przypadek sprowadzamy do spłat zgodnych przez zastosowanie stopy
procentowej podokresowej (względnej)

i (m)

m

gdzie m jest częstotliwością kapitalizacji w ciągu roku. Jeżeli we wzorach
(5)-(13) zastąpimy czynnik 1 + i , czynnikiem 1 + i (m)

m , to otrzymamy wzory
na omawiany plan spłaty długu.
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ZADANIE 2

Dług o wartości 60 tys. zł spłacany jest w stałych kwotach płatności,
w ciągu 3 lat, w okresach półrocznych przy półrocznej kapitalizacji
odsetek. Nominalna stopa procentowa wynosi i = 9, 6%. Sporządzić plan
amortyzacji długu.
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Raty o równych wysokościach - spłaty niezgodne.
Kapitalizacja częstsza niż spłaty

Dług spłacany jest w n ratach o jednakowej wysokości R, przy czym
w podokresach obowiązuje kapitalizacja złożona. Analizowany przypadek
można sprowadzić do przypadku spłat zgodnych, zastępując kapitalizację
w podokresach równoważną jej kapitalizacją okresową. Wykorzystujemy do
tego stopę efektywną

ief =

(
1 +

i (m)

m

)m

− 1

W tym przypadku plan spłat również da się wyrazić wzorami (5)-(13)
w których oprocentowanie i zastępujemy oprocentowaniem efektywnym ief .
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ZADANIE 3

Kredyt o wartości 9000 zł ma być spłacany w pięciu równych rocznych
kwotach płatności przy półrocznej kapitalizacji odsetek. Nominalna stopa
procentowa wynosi i = 12%. Sporządzić plan spłaty kredytu.
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Kredyty z równą ratą kapitałową

Rata o stałej części kapitałowej jest - obok raty annuitetowej - drugim
typem raty standardowo stosowanej w praktyce bankowych kredytów
i pożyczek konsumpcyjnych.
Ustalone są raty długu U1, . . . ,Un.
Spełniają one warunek U1 + . . .+ Un = P0.

Dla kredytów z równą ratą kapitałową mamy U1 = . . . = Un = U,
skąd wynika

Uj = U =
P0
n

(14)
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Raty kapitałowe o równych wysokościach- spłaty zgodne

Elementy planu spłaty wyznaczamy z poniższych wzorów

dług bieżący Pj = P0 − jU = U(n − j) (15)

odsetki Ij = U(n − j + 1)i (16)

rata Rj = U[1 + (n − j + 1)i ] (17)

suma odsetek I = (n − an̄|i )U = P0 · i · n+1
2 (18)
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Ciąg wartości długu bieżącego, Pj , jest ciągiem arytmetycznym o wyrazie
początkowym P0 oraz różnicy −U
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Ciąg wartości długu bieżącego, Pj , jest ciągiem arytmetycznym o wyrazie
początkowym P0 oraz różnicy −U

Ciąg wartości odsetek, Ij , jest ciągiem arytmetycznym o wyrazie pierwszym
P0i oraz różnicy −Ui

Ciąg wartości rat, Rj , jest ciągiem arytmetycznym o wyrazie pierwszym
P0i + U oraz różnicy −Ui - jest to ciąg malejący (stąd też raty określa się
mianem rat malejących)
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Raty kapitałowe o równych wysokościach (malejące) -
spłaty niezgodne. Równe okresy spłat i kapitalizacji

Przypadek ten sprowadzamy do spłat zgodnych przez zastosowanie stopy
procentowej podokresowej (względnej)

i (m)

m

gdzie m jest częstotliwością kapitalizacji w ciągu roku. Jeżeli we wzorach
(15)-(18) zastąpimy czynnik 1 + i , czynnikiem 1 + i (m)

m , to otrzymamy
wzory na omawiany plan spłaty długu.
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ZADANIE 4

Dług o wartości 80 tys. zł ma być spłacony w ciągu 4 lat w półrocznych
ratach kapitałowych jednakowej wielkości przy półrocznej kapitalizacji
odsetek. Nominalna stopa procentowa wynosi i = 16%. Sporządzić plan
amortyzacji długu.
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Raty kapitałowe o równych wysokościach (malejące) -
spłaty niezgodne. Kapitalizacja częstsza niż spłaty

Dług spłacany jest w n ratach, przy czym kapitalizacji złożonej dokonuje
się m razy w ramach każdego okresu. Kapitalizację w podokresach
zastępujemy równoważną kapitalizacją zgodną przez zastosowanie
efektywnej stopy procentowej

ief =

(
1 +

i (m)

m

)m

− 1

W tym przypadku plan spłat również da się wyrazić wzorami (15)-(18)
w których czynnik i zastępujemy czynnikiem ief .

Monika Skrzydłowska (PWSZ w Chełmie) INDEKS FINANSISTY wrzesień 2017 27 / 37



ZADANIE 5

Załóżmy, że kredyt o wartości 15000 zł oprocentowany
czternastoprocentową stopą roczną ma być spłacony w ciągu 2 lat
w równych rocznych ratach kapitałowych. Zakładając kwartalną
kapitalizację odsetek sporządzić plan umorzenia tego kredytu.
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Kredyty z dodatkową opłatą

Przy kredytach z dodatkową opłatą oprócz zwrotu długu i odsetek dłużnik
musi płacić dodatkową opłatę Gj .
Wtedy wzór Rj = Uj + Ij dla j = 1, 2, . . . , n rozszerza się do postaci

Rj = Uj + Ij + Gj dla j = 1, 2, . . . , n.

Wysokość opłaty Gj ustalana jest w zależności od wartości części
spłaconego długu Uj lub w zależności od reszty nie spłaconego długu Pj−1.
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Dodatkowa opłata Gj wynosi s% spłacanej w danej racie
części długu Uj , czyli Gj = Ujs.

Jeżeli raty łączne są stałej wysokości (R = const), czyli raty annuitetowe,
to ze wzoru (8) mamy

Uj = P0
i

(1 + i)n − 1
(1 + i)j−1 =

R

(1 + i)n
(1 + i)j−1.

Wówczas Gj jest ciągiem geometrycznym rosnącym

Gj =
R

(1 + i)n
(1 + i)j−1s, (19)

a suma opłat wynosi

G = G1 + . . .+ Gn =
R

(1 + i)n
(1 + i)j−1

i
s = P0s, j = 1, . . . , n
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Dodatkowa opłata Gj wynosi s% spłacanej w danej racie
części długu Uj , czyli Gj = Ujs.

Jeżeli raty obejmują stałą część długu (U = P0
n = const) - raty malejące,

to również dodatkowa opłata jest stała

Gj =
P0
n
s, j = 1, . . . , n. (20)

Łączna wartość dodatkowych opłat wynosi

G = G1 + . . .+ Gn = n
P0
n
s = P0 · s, j = 1, . . . , n

oraz

Rj = U + U(n − j + 1)i + Us = U(1 + (n − j + 1)i + s).
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Dodatkowa opłata Gj wynosi s% reszty długu Pj−1, czyli
Gj = Pj−1s.

Jeżeli raty łączne są stałej wysokości (R = const), czyli raty annuitetowe,
to na podstawie (5) i (6) mamy

Gj = Pj−1s = P0 · s ·
(1 + i)n − (1 + i)j−1

(1 + i)n − 1
=

Rs

i

(
1− (1 + i)j−1

(1 + i)n

)
,

(21)

co oznacza, że Gj jest ciągiem malejącym, jako różnica ciągu stałego i
rosnącego ciągu geometrycznego. W tym przypadku

G = G1 + . . .+ Gn =
Rs

i

(
n − (1 + i)n − 1

(1 + i)ni

)
.
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Dodatkowa opłata Gj wynosi s% reszty długu Pj−1, czyli
Gj = Pj−1s.

Jeżeli raty obejmują stałą część długu U = P0
n = const - raty malejące, to

Gj jest ciągiem arytmetycznym malejącym

Gj = P0

(
1− j − 1

n

)
s = P0s − (j − 1)

P0
n
s. (22)

Ponieważ Ij = Pj−1 · i , więc

Rj = Uj + Ij + Gj = Uj + Pj−1(i + s),

co oznacza, że dodatkową opłatę można interpretować jako podwyższenie
stopy procentowej o s%. W tym przypadku

G = G1 + . . .+ Gn = P0s
n + 1

2
.
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ZADANIE 6

Dług 100 tys. zł należy spłacić w 5 płatnościach rocznych. Roczna stopa
procentowa wynosi 9% i kapitalizacja jest złożona roczna. Ponadto należy

a) uwzględnić prowizję w wysokości 3% raty kapitałowej, przy stałych
ratach łącznych;

b) wnieść opłatę dodatkową w wysokości 3% długu bieżącego, przy
ratach malejących.

Ułożyć tabelę planu spłaty długu.
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ZADANIE 7

Pan Nowak ma zamiar kupić samochód w cenie 20 tys. zł. Trzy salony
samochodowe oferują następujące warunki sprzedaży ratalnej
Salon A

• wpłatę 1% wartości samochodu w momencie zakupu;
• 24 równe raty miesięczne płatne z dołu;
• miesięczna stopa procentowa 1%;
• prowizja 2% ceny płatna w momencie zakupu;
• opłata manipulacyjna 50 zł płatna w momencie zakupu

Salon B
• wpłatę 10% wartości samochodu w momencie zakupu
• 6 równych rat kwartalnych płatnych z dołu
• kwartalna stopa procentowa 3%
• prowizja wliczoną w raty przy kwartalnej stopie prowizji 2, 5%

Salon C
• 5 półrocznych rat płatnych z góry w wysokości: R0 = 8 tys. zł,

R1 = 5 tys. zł, R2 = 4 tys. zł, R3 = 3 tys. zł, R4 = 2 tys. zł.
Wyznaczyć koszty kredytów (stopę kosztu zadłużenia) proponowanych
przez salony samochodowe.
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