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Co powinien każdy wiedzieć o procentach

W matematyce procent oznacza setną część całości.

Znak % po łacinie czyta się pro centum i oznacza na sto.

Procent jest to ułamek o mianowniku 100.

Zapisujemy 1% = 1
100 = 0, 01.
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Zamiana procentów na ułamek

Przy zamianie procentów na ułamek należy pamiętać, że wykonujemy
dzielenie przez 100.
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Zamiana procentów na ułamek

Przy zamianie procentów na ułamek należy pamiętać, że wykonujemy
dzielenie przez 100.

Przykłady:

27% =
27

100
= 0, 27

1, 5% =
1, 5
100

= 0, 015
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Zamiana ułamków na procenty

Zamieniając ułamek na procent, wystarczy pomnożyć ten ułamek przez
100 i dopisać znak %.

Przykład:
3

20
=

3
20
· 100% =

300
20

% = 15%.

Można też rozszerzyć ułamek, tak aby w mianowniku było 100.
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Obliczanie procentu danej liczby

Aby obliczyć procent danej liczby, należy procent przedstawić w postaci
ułamka i pomnożyć przez daną liczbę.

Przykład:
30% · 250 = 0, 30 · 250 = 75.
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ZADANIE 1

Wpłacasz do mBanku na lokatę kwotę 400zł. Oprocentowanie tej lokaty
wynosi 4% w stosunku rocznym. Ile pieniędzy będziesz miał po upływie
roku?

a)560zł b)416zł c)4016zł d)16zł

4% · 400zł =
4

100
· 400zł = 16zł

400zł + 16zł = 416zł
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Procent prosty

W matematyce finansowej pojęcie procentu jest używane do określenia
korzyści płynących z użytkowania kapitału.

Procent (Odsetki) jest to dochód, który wierzyciel otrzymuje od dłużnika
za wypożyczenie kapitału.

I = F − P (1)

Oznaczenia:

I - odsetki (procent) (ang. interest)

F - kapitał końcowy (ang. future value), końcowa wartość inwestycji

P - kapitał początkowy (ang. present value, principal), początkowa
wartość inwestycji.
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Stopa procentowa
Stosunek procentu do początkowej wartości kapitału nazywamy stopą
procentową

i =
I

P
(2)

i - stopa procentowa (ang. interest rate), stopa zwrotu, stopa rentowności.
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ZADANIE 2

Deponujemy w banku kwotę 200 zł, a po roku wycofujemy ją, otrzymując
240 zł. Jakie są odsetki, ile wynosi roczna stopa procentowa?

Odsetki:
I = F − P = 240zł− 200zł = 40zł.

Roczna stopa procentowa:

i =
I

P
=

40
200

= 0, 2 = 20%.
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ZADANIE 3

Młode małżeństwo zaciąga u rodziców pożyczkę w wysokości 1000 zł na
zakup lodówki. Po upływie pół roku zwraca pożyczkę, dodając do słów
podziękowania butelkę whisky ”Johnnie Walker” za 100 zł. Jaka jest
końcowa wartość kapitału; jaka jest półroczna stopa procentowa?

Końcowa wartość kapitału:

F = P + I = 1000zł + 100zł = 1100zł.

Półroczna stopa procentowa:

i =
I

P
=

100
1000

= 0, 1 = 10%.
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ZADANIE 4

Rolnik wypożyczył od sąsiada traktor ”Ursus” (wartość traktora 50 tys.
zł), który był mu niezbędny do zebrania buraków cukrowych z pola. Po
miesiącu rolnik zwrócił sąsiadowi traktor, dodając buraki cukrowe o
wartości 1000 zł jako ekwiwalent za używanie traktora. Jaka jest
miesięczna stopa amortyzacji?

Miesięczna stopa amortyzacji (miesięczna stopa procentowa):

i =
I

P
=

1000
50000

= 0, 02 = 2%.
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Okres stopy procentowej
Czas uwzględniony w stopie procentowej nazywamy okresem stopy
procentowej

Okres bazowy
Okresem bazowym nazywamy umowną jednostkę czasu, względem której
mierzymy upływ czasu.

Bazowa stopa procentowa
Stopę procentową, której okres jest równy okresowi bazowemu nazywamy
bazową stopą procentową
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Zasada Oprocentowania Prostego

Podstawą obliczania procentu za kolejny n-ty okres bazowy jest
kapitał początkowy.

Procent należny za każdy okres bazowy jest równy iloczynowi bazowej
stopy procentowej i kapitału początkowego.

Przyjmując zasadę oprocentowania prostego, wyprowadzimy
odpowiadające tym założeniom równania matematyczne.

P - początkowa wartość kapitału (present value),

i - bazowa stopa procentowa,

n - czas liczony w okresach bazowych,

F - przyszła wartość kapitału (future value) na końcu n-tego okresu
(wartość kapitału początkowego po n-okresach).
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Na końcu pierwszego okresu wartość kapitału początkowego P wynosi:
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Na końcu pierwszego okresu wartość kapitału początkowego P wynosi:

F1 = P + iP = P(1 + i).
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Na końcu pierwszego okresu wartość kapitału początkowego P wynosi:

F1 = P + iP = P(1 + i).
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F2 = F1 + iP = P(1 + i) + iP = P(1 + 2i).
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Na końcu pierwszego okresu wartość kapitału początkowego P wynosi:

F1 = P + iP = P(1 + i).

Na końcu drugiego okresu mamy:

F2 = F1 + iP = P(1 + i) + iP = P(1 + 2i).

a na końcu trzeciego okresu:

F3 = F2 + iP = P(1 + 2i) + iP = P(1 + 3i).
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Prowadząc analogiczne rozumowanie dla kolejnych okresów bazowych,
możemy uogólnić wyżej zapisane wzory, otrzymując dla, n-tego okresu
bazowego równania:
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możemy uogólnić wyżej zapisane wzory, otrzymując dla, n-tego okresu
bazowego równania:

F = Fn+1 = Fn + iP dla n = 0, 1, 2 . . .

Zatem
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otrzymujemy równanie

F = (1 + ni) · P dla n = 0, 1, 2 . . . (3)

Równanie (3) jest matematycznym modelem zasady oprocentowania
prostego.
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otrzymujemy równanie

F = (1 + ni) · P dla n = 0, 1, 2 . . . (3)

Równanie (3) jest matematycznym modelem zasady oprocentowania
prostego.

Zasada Oprocentowania Prostego. Wersja dyskretna.
Końcowa wartość kapitału F jest n-tym wyrazem ciągu arytmetycznego
o wyrazie początkowym P oraz różnicy i · P.
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Definicja
Ciąg liczbowy (an) nazywamy ciągiem arytmetycznym, jeżeli istnieje
taka liczba r (różnica), że każdy wyraz ciągu, oprócz pierwszego, powstaje
przez dodanie tej liczby do wyrazu poprzedniego:

an+1 = an + r , n ∈ N+.
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Czynnik (1 + ni) występujący we wzorze (3) nazywamy czynnikiem
oprocentowania prostego lub czynnikiem wartości przyszłej
w oprocentowaniu prostym.
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Jeżeli wartość procentu należnego za n początkowych okresów bazowych
(n lat) oznaczymy symbolem In, to, korzystając ze wzoru (3),
otrzymujemy:

In = F − P = P · n · i dla n = 0, 1, 2 . . . (4)
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ZADANIE 5

Jaką wartość osiągnie kapitał początkowy P = 200 zł po upływie 1, 2, 3,
4, 5, lat przy oprocentowaniu prostym oraz rocznej stopie procentowej
i = 20%?
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F4 = P(1 + 4i) = 200zł · 1, 8 = 360zł.
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ZADANIE 5

Jaką wartość osiągnie kapitał początkowy P = 200 zł po upływie 1, 2, 3,
4, 5, lat przy oprocentowaniu prostym oraz rocznej stopie procentowej
i = 20%?
Na końcu pierwszego okresu wartość kapitału początkowego P wynosi:

F1 = P(1 + i) = 200zł · 1, 2 = 240zł.

Na końcu drugiego okresu mamy:

F2 = P(1 + 2i) = 200zł · 1, 4 = 280zł.

Na końcu trzeciego okresu:

F3 = P(1 + 3i) = 200zł · 1, 6 = 320zł.

Na końcu czwartego okresu mamy:

F4 = P(1 + 4i) = 200zł · 1, 8 = 360zł.

Na końcu piątego okresu:

F5 = P(1 + 5i) = 200zł · 2 = 400zł.
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Niech t ∈ R+ :=< 0,+∞), wtedy:

F (t) = P(1 + it) dla t ∈ R+, (5)

gdzie:
P- początkowa wartość kapitału,
i - bazowa stopa procentowa,
t - czas liczony w okresach bazowych,
F (t) - przyszła wartość kapitału w momencie t ∈ R+.

Zasada Oprocentowania Prostego. Wersja ciągła.
Końcowa wartość kapitału F (t) jest funkcją liniową czasu oprocentowania
o wyrazie wolnym P oraz współczynniku kierunkowym iP równym wartości
procentu za jeden okres bazowy.
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Kapitalizacja

Kapitalizacja
„Dopisywanie” procentu (odsetek) do pożyczonego (zainwestowanego)
kapitału nazywamy kapitalizacją lub konwersją procentu (odsetek)
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kapitału nazywamy okresem kapitalizacji

Kapitalizacja zgodna
Okres stopy procentowej jest równy okresowi kapitalizacji

Kapitalizacja niezgodna
Okres stopy procentowej nie jest równy okresowi kapitalizacji
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Zasada Oprocentowania Złożonego, kapitalizacja
zgodna

Podstawą obliczania procentu za kolejny n-ty okres bazowy jest
wartość kapitału z okresu poprzedniego.

Procent należny za n-ty okres bazowy jest równy iloczynowi bazowej
stopy procentowej i wartości kapitału z okresu poprzedniego.

Przyjmując zasadę oprocentowania złożonego, wyprowadzimy (podobnie
jak w przypadku oprocentowania prostego) odpowiadające tym założeniom
równania matematyczne.

P - początkowa wartość kapitału (present value),

i - bazowa stopa procentowa,

n - czas liczony w okresach bazowych,

F - przyszła wartość kapitału (future value) na końcu n-tego okresu
(wartość kapitału początkowego po n-okresach).
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Na końcu pierwszego okresu kapitalizacji wartość kapitału początkowego P
wynosi:
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Na końcu pierwszego okresu kapitalizacji wartość kapitału początkowego P
wynosi:

F1 = P + iP = P(1 + i).
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Na końcu pierwszego okresu kapitalizacji wartość kapitału początkowego P
wynosi:

F1 = P + iP = P(1 + i).

Na końcu drugiego okresu kapitalizacji mamy:

F2 = F1 + iF1 = P(1 + i) + iP(1 + i) = P(1 + i)(1 + i) = P(1 + i)2.

Na końcu trzeciego okresu:

F3 = F2 + iF2 = P(1 + i)2 + iP(1 + i)2 = P(1 + i)2(1 + i) = P(1 + i)3.
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Prowadząc analogiczne rozumowanie dla kolejnych okresów bazowych,
możemy uogólnić wyżej zapisane wzory otrzymując dla n-tego okresu
bazowego równania:
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Prowadząc analogiczne rozumowanie dla kolejnych okresów bazowych,
możemy uogólnić wyżej zapisane wzory otrzymując dla n-tego okresu
bazowego równania:

F =Fn = Fn−1 + iFn−1 = P(1 + i)n−1 + iP(1 + i)n−1

=P(1 + i)n−1 · (1 + i)

=P(1 + i)n dla n = 1, 2 . . .

Zatem
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otrzymujemy równanie

F = P · (1 + i)n dla n = 0, 1, 2 . . . (6)

Równanie (6) jest matematycznym modelem zasady oprocentowania
złożonego.

Monika Skrzydłowska (PWSZ w Chełmie) INDEKS FINANSISTY wrzesień 2017 26 / 40



otrzymujemy równanie

F = P · (1 + i)n dla n = 0, 1, 2 . . . (6)

Równanie (6) jest matematycznym modelem zasady oprocentowania
złożonego.

Zasada Oprocentowania Złożonego. Wersja dyskretna.
Końcowa wartość kapitału F jest n-tym wyrazem ciągu geometrycznego
o wyrazie początkowym P oraz ilorazie (1 + i).

Monika Skrzydłowska (PWSZ w Chełmie) INDEKS FINANSISTY wrzesień 2017 26 / 40



Definicja
Ciąg liczbowy (an) nazywamy ciągiem geometrycznym, jeżeli istnieje
taka liczba q (iloraz), że każdy wyraz ciągu, oprócz pierwszego, powstaje
przez pomnożenie wyrazu poprzedniego przez tę liczbę:

an+1 = an · q, n ∈ N+ ∪ {0}.
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Jeżeli wartość procentu należnego za n początkowych okresów bazowych
(n lat) oznaczymy symbolem In, to, korzystając ze wzoru (6),
otrzymujemy:
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Jeżeli wartość procentu należnego za n początkowych okresów bazowych
(n lat) oznaczymy symbolem In, to, korzystając ze wzoru (6),
otrzymujemy:

In = P [(1 + i)n − 1] dla n = 0, 1, 2 . . . (7)
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ZADANIE 6

Jaką wartość osiągnie kapitał początkowy P = 200 zł po upływie 1, 2, 3,
4, 5, lat przy oprocentowaniu złożonym i kapitalizacji rocznej oraz rocznej
stopie procentowej i = 20%?
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Na końcu trzeciego okresu:

F3 = P(1 + i)3 = 200zł · 1, 728 = 345, 6zł.

Na końcu czwartego okresu mamy:
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ZADANIE 6

Jaką wartość osiągnie kapitał początkowy P = 200 zł po upływie 1, 2, 3,
4, 5, lat przy oprocentowaniu złożonym i kapitalizacji rocznej oraz rocznej
stopie procentowej i = 20%?
Na końcu pierwszego okresu wartość kapitału początkowego P wynosi:

F1 = P(1 + i) = 200zł · 1, 2 = 240zł.

Na końcu drugiego okresu mamy:

F2 = P(1 + i)2 = 200zł · 1, 44 = 288zł.

Na końcu trzeciego okresu:

F3 = P(1 + i)3 = 200zł · 1, 728 = 345, 6zł.

Na końcu czwartego okresu mamy:

F4 = P(1 + i)4 = 200zł · 2, 0736 = 414, 72zł.

Na końcu piątego okresu:

F5 = P(1 + i)5 = 200zł · 2, 48832 = 497, 664zł.
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Niech t ∈ R+ :=< 0,+∞), wtedy:

F (t) = P(1 + i)t dla t ∈ R+, (8)

gdzie:
P- początkowa wartość kapitału,
i - bazowa stopa procentowa,
t - czas liczony w okresach bazowych,
F (t) - przyszła wartość kapitału w momencie t ∈ R+.

Zasada Oprocentowania Złożonego. Wersja ciągła.
Końcowa wartość kapitału F (t) jest iloczynem początkowej wartości
kapitału P oraz funkcji wykładniczej czasu oprocentowania o podstawie
(1 + i) i wykładniku t.
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Porównanie oprocentowania prostego i złożonego
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Dla ułamkowego czasu oprocentowania, t ∈ (0, 1), procent złożony
jest mniejszy od procentu prostego:

(1 + i)t < (1 + it) dla t ∈ (0, 1).

Dla czasu oprocentowania równego 1, t = 1, procent złożony jest
równy procentowi prostemu:

(1 + i)t = (1 + it) dla t = 1.

Dla czasu oprocentowania większego od 1, t ∈ (1,+∞), procent
złożony jest większy od procentu prostego:

(1 + i)t > (1 + it) dla t ∈ (1,+∞).
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Kapitalizacja w podokresach

Okres oprocentowania dzielimy na m ­ 1 równych podokresów

W matematyce finansowej przyjmuje się dla rocznego okresu stopy
procentowej standardowe podokresy kapitalizacji:

kapitalizacja roczna (m = 1)
kapitalizacja półroczna (m = 2)
kapitalizacja kwartalna (m = 4)
kapitalizacja miesięczna (m = 12)
kapitalizacja tygodniowa (m = 52)
kapitalizacja dobowa (m = 360 lub m = 365)
kapitalizacja godzinna (m = 8640 lub m = 8760)
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W przypadku kapitalizacji niezgodnej posługujemy się pojęciem
nominalnej stopy procentowej.
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Jeżeli i (m) jest nominalną stopą procentową, to stopę procentową i (m)

m
nazywamy względną (proporcjonalną) stopą procentową kapitalizacji
w podokresach

Okres względnej (proporcjonalnej) stopy procentowej jest równy okresowi
kapitalizacji
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WAŻNY WZÓR!!!

Wartość przyszła kapitału początkowego przy kapitalizacji niezgodnej
wyraża się wzorem:

F (t) = P

(
1 +

i (m)

m

)m·t

, dla t ∈ R+. (9)
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ZADANIE 7

Wyznaczyć przyszłą wartość 100 zł po pięciu latach przy

a) oprocentowaniu prostym,

b) oprocentowaniu złożonym

i przy nominalnej stopie procentowej i = 20% dla rocznych, półrocznych,
kwartalnych i miesięcznych okresów kapitalizacji.
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Stopa efektywna

Stopą efektywną nazywa się stopę oprocentowania rocznego
równoważną danej stopie oprocentowania składanego.
Stopa efektywna oznacza o ile procent zwiększa się wartość kapitału w
ciągu jednego roku

F (t) = F (t)

(1 + ief)
t =

(
1 +

i (m)

m

)m·t

ief =

(
1 +

i (m)

m

)m

− 1

m - liczba kapitalizacji w okresie stopy procentowej.
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ZADANIE 8

Wyznaczyć efektywność oprocentowania dla danych z zadania 7.
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